
Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 1

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 3ωt cos 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/7?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 2

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 cos 5ωt cos 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 4k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 4k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 4ω0/5?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 3

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx5. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà
F (t) = F0t

3
1/τ3 + F0t1/τ , ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå

ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè. Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 5k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 4

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 sin 5ωt cos 6ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 6k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/10?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 5

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 sin 2ωt cos 3ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 4ω0/7?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 6

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 4k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 4k, à ñî âòîðîé k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 4ω0/5?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 7

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 sin 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 4k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 4k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå ω0/17?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 8

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 7ωt cos 8ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
4
1/τ4, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 9

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 7ωt cos 8ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 6k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 6k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 4ω0/9?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 10

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 sin 6ωt cos 7ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 11

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 7ωt cos 8ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 12

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 sin 2ωt sin 3ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 4k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 4k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/5?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 13

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 4ωt sin 5ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/6?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 14

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 5k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 5k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 8ω0/9?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 15

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 sin 3ωt cos 2ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãàå-
ìîå âèäà αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó ïðèâåäåò
ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 16

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 7k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 7k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/5?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 17

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 sin 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 2k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/4?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 18

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 cos 4ωt cos 3ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 4k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 4k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/6?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 19

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 5k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 7ω0/6?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 20

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 5ωt cos 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
3
1/τ3, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/4?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �20
Ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Âàðèàíò 21

1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 sin 4ωt sin 5ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −F0 cos(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
4
1/τ4, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 8π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/7?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 cos 3ωt sin 4ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −F0 sin(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ ¿ ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 2k, à ñî âòîðîé k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 3ω0/4?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0 cos 7ωt sin 8ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/2 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx2. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 3k, à ñî âòîðîé 3k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/8?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 sin 4ωt sin 5ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cos(ω0 + ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/3 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx3. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0t
2
1/τ2, ãäå

t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 6π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 5k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé 2k, à ñî âòîðîé 5k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 4ω0/9?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx2, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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1. Ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ â ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð
ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0 cosωt sin 2ωt. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí ïîêîèëñÿ. Ïåðåéäèòå â îòâåòå ê ïðåäåëó ω → ω0. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè
ïîëó÷èâøóþñÿ çàâèñèìîñòü.

2. Òðåíèå â ñèñòåìå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àìïëèòóäà ëèíåéíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ðåçîíàíñíûõ óñëî-
âèÿõ íå ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, íà êîòîðûé
äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −F0 sin(ω0 − ε)t è ñèëà òðåíèÿ −2mγẋ, ïðè÷åì γ À ε è γ, ε ¿ ω0. Ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó γ, ε → 0. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε.

3. Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ òðåíèåì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Èçîáðàçèòå
çàâèñèìîñòü ðàçíèöû ôàç êîëåáàíèé è âûíóæäàþùåé ñèëû îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòèêó ýòîé
çàâèñèìîñòè ïðè ìàëûõ ε.

4. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, â íåëèíåéíîé
ñèñòåìå ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå òîëüêî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå çà ñ÷åò ýôôåêòà ãåíåðàöèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê. Íà
îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 cosωt, ãäå ω = ω0/4 + ε.
Íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èìååò âèä αmx4. Íàéäèòå è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêè çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (íà ÷àñòîòå ω0) îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ε ïðè ε . ω0.

5. Íà ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð áåç òðåíèÿ (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà F (t) = −F0t1/τ , ãäå
t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Ýòà ñèëà ïåðèîäè÷íà, à â åå ñïåêòðå ñîäåðæàòñÿ âñå êðàòíûå ãàðìîíèêè.
Ïîýòîìó ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòå 2π/τ = ω0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðè ω0τ = 4π
è âáëèçè ýòîé ÷àñòîòû.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äâà ãðóçèêà ìàññîé m ìîãóò
äâèãàòüñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé ãðóçèê ñâÿçàí ñ ïåðâîé ñòåíêîé ïóæèíêîé æåñòêîñòè 2k, à ñî âòîðîé �
ïðóæèíêîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ãðóçèê íàîáîðîò, ñ ïåðâîé ñòåíêîé ñâÿçàí ïðóæèíêîé k, à ñî âòîðîé 2k. Îáà
ãðóçèêà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðóæèíîé æåñòêîñòè 6k. Íàéäèòå ñîáñòâåííûé ÷àñòîòû ω1 è ω2 ñèñòåìû. Ïóñòü
òåïåðü îáå ñòåíêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíàì x1(t) = −x2(t) = A cosωt. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãðóçèêîâ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Íà ñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ?
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðèâîäèòü â äâèæåíèå òîëüêî îäíó ñòåíêó?

7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ èçâíå ïàðàìåòðàìè (íà-
ïðèìåð, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìàòü¼ ẍ + ω2

0(1 + h sinωt)x = 0 ñ ìàëîé àìïëèòóäîé èçìå-
íåíèÿ ÷àñòîòû, h ¿ 1. Ðåçîíàíñ â òàêîé ñèñòåìå èíòåíñèâíåå âñåãî âîçíèêàåò íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî íà ãàðìîíèêàõ ω = 2ω0/n òîæå íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ. Íàéäèòå ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
íà ÷àñòîòå ω = ω0, ò.å. èíòåðâàë ÷àñòîò âáëèçè ω0, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò âîçðàñòàòü ñî
âðåìåíåì. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n øèðèíà
÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðîïîðöèîíàëüíà hn. Áóäåò ëè ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå 5ω0/7?

8. Ïðè íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû h â
óðàâíåíèè Ìàòü¼. Äîáàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ñëàãàåìîå 2γẋ, èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå h(ω) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ω = 2ω0. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû h, ïðè
êîòîðîì âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷àñòîòå ω = 2ω0/n ýòî çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî γ1/n.

9. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äîáàâèì â óðàâíåíèå Ìàòü¼ íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå âèäà −αx3, òðåíèåì â ýòîé çàäà÷å ïðåíåáðåæåì. Íàéäèòå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå 2ω0 ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó α → 0. Ê ÷åìó
ïðèâåäåò ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòàõ ω = 2ω0/n?

10. Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî íà ÷àñòîòàõ ω0/n, êàê áûëî ðàññìîòðåíî â çàäà÷å
4, íî è ïðè ω = mω0, è, çíà÷èò, íà ëþáûõ ÷àñòîòàõ âèäà mω0/n ñ öåëûìè m è n. Ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòàõ mω0

îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω0/n è ïîõîæ íà ðàññìîòðåííûé âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îò îòñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ðåçîíàíñå âáëèçè ω = 4ω0, åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä ẍ + 2γẋ + ω2

0x + αx4 = f sinωt.
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